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Résumé

Le phénomène d'osillations quasi-périodiques (QPO, aronyme de Quasi-Periodi Osillations)

fut déouvert vers 1990 grâe aux progès instrumentaux dans le domaine de la spetrométrie en

hautes énergies, réalisés lors du lanement de satellites tels que XMM Newton et Chandra. Ces

émissions de lumière X se produisent dans les systèmes doubles aré, lorsque le matériel transféré

de l'objet donneur à l'objet reeveur s'approhe des régions internes du disque.

Ce travail s'insrit dans la thématique des systèmes binaires X de faible masse (LMXB, pour Low

Mass X Binaries) dont l'objet aréest une étoile à neutrons. Un modèle de prodution de QPO,

basé sur des résonnanes méaniques entre les mouvement orbital et épiylique vertial d'une

partiule test lahée dans le hamp gravitationnel de l'étoile (voir réf. [8℄ et [9℄). Des simulations

numériques sont e�etuées et omparées aux résultats d'une étude observationnelle menée par

D.Barret et al. à partir de données renvoyées par l'appareil RXTE (voir réf. [2℄). La onfrontation

entre théorie et observations se fait par le biais du suivi de l'évolution temporelle d'un QPO

partiulier observé en rayons X.

Il a été établi que le modèle analytique proposé permet de retrouver une partie des variations

du fateur de qualité des QPOs en fontion de la fréquene de leur maximum pour une plage

de fréquenes allant de 400 à 800 Hz. Les simulations reproduisent une nette augmentation de

l'amplitude du mouvement de la partiule de part et d'autre du disque à environ 20 rayons

gravitationnels de l'objet ompat. Cei est interprété omme un proessus d'autorésonnane de

forçage engendré par un terme de nature non-linéaire dans l'équation di�érentielle du mouvement

de la partiule. Cette interprétation osillatoire des résultats prend le ontrepied de l'éole qui

assoie le omportement du QPO à la seule géométrie de l'espae-temps au voisinage immédiat

des LMXBs.
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Chapitre 1

Introdution

L'astrophysique des hautes énergies 'est profondément modi�ée depuis l'avènement de

spetromètres X à haute préision embarqués à bords de satellites arti�iels tels que XMM

Newton et Chandra. Les informations déduites au terme de es ampagnes de ollete de

données ont permis d'avoir aès observationnellement à un ertain nombre de proessus

dont l'existene n'était que théorique, et qui sont tributaires de la physique d'un type d'une

struture partiulière, les binaires X de faible masse.

Ces objets très partiuliers prennent forme au sein de systèmes doubles dont l'une des

omposantes est onstituée d'un trou noir de masse stellaire ou d'une étoile à neutrons. Un

disque d'arétion de matière stellaire, induit par les phénomènes de marées gravitation-

nelles, voit le jour autour de l'objet ompat. La nature intrinsèque de la omposante aré,

relevant de phénomènes relativistes, assoiée à la physique turbulente du disque permet le

déroulement proessus qui omptent parmis les énergétiques onnus ainsi que l'existene

de omportements extrêmes de la matière, à e jour uniques dans l'Univers.

Les osillations quasi-périodiques (QPO) sont un exemple de es phénomènes. Il s'agit d'une

variabilité des émissions en rayons X du disque de l'objet aré. Probablement orrélées à

l'éoulement du plasma dans les régions internes du disque où la fréquene orbitale de la

matière atteind le kHz si l'objet ompat est une étoile à neutrons et 300 Hz un trou noir,

es émissions présentent des variations rapides en intensité de l'ordre de la milliseonde.

Leur origine probablement magnétohydrodynamique et gravitationnelle leur onfère un

aratère partiulièrement intéressant dans l'étude des objets ompats proprement dits,

en raison de la proximité de la zone où prennent naissane es émissions ave la surfae de

l'étoile à neutrons ou de l'horizon du trou noir. Il est en e�et possible de les utiliser a�n

d'étudier les propriétés marosopiques de la matière dense, et de ontraindre des grandeurs

aratéristiques des objets ompats tels que leur rayon ou leur masse. Les QPOs sont en�n

un moyen o�ert pour l'examen des lois de la physique et partiulièrement de la relativité

générale en hamp fort. Ils ontribuent également à l'établissement de ontraintes sur les

équations d'état des étoiles à neutrons.

Ce travail tend à modéliser les QPOs par le biais d'un modèle analytique déjà établie

(voir réf. [9℄ et [12℄) et se basant sur l'exploitation de résonnanes au sein du disque.

Tout d'abord, le modèle sera introduit avant d'être étudié et ompris par des simulations

numériques. En�n, il sera onfronté aux observations relatives à l'objet 4U1636-536, un

système double dont la omposante aréest une étoile à neutrons.
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Chapitre 2

Les émissions X des systèmes binaires

2.1 Les objets ompats

On nomme objets ompats les astres de petite taille par rapport à leur masse, qui on-

stituent des stades ultimes de l'évolution stellaire. Ces astres sont aratérisés par une

absene de ombustion nuléaire dans leur intérieur ainsi qu'une masse M élevée qui leur

onfère, au regard de leur rayon physique R de l'ordre d'une dizaine à quelques entaines

de kilomètre, une ompaité M/R impor. Ces objets possèdent ainsi un fort hamp grav-

itationnel et peuvent être aompagnés de hamps magnétiques dont l'intensité atteind

parfois les 1012G. Formellement, est quali�é de ompat un astre dont le paramètre de

relativité Ξ est supérieur à 10−4
, i.e.

Ξ :=
GM

Rc2
=
Rs

2R
> 10−4, (2.1)

RS := 2
GM

c2
. (2.2)

Au sein de l'expression (2.1) et de sa dé�nition (2.2), RS désigne le rayon de Shwarzshild

de l'objet, 'est-à-dire la disà son entre de masse pour laquelle une partiule test plongée

dans le hamp de gravité de qu'il engendre tomberait ave la vitesse de la lumière . Le

paramètre Ξ est ainsi une mesure du degré de proximité exisle rayon physique R de l'astre

ave son rayon RS. Leur formation résulte d'une inapaité d'une étoile mourrante à générer

la pression thermique qui lui permettait de ontrebalaner sa propre gravité et qui était

jusqu'alors garante de son équilibre. L'obtention d'un type d'objet ompat plut�t que d'un

autre est uniquement fontion de la masse de l'étoile qui s'e�ondre. Il existe plusieurs type

d'objets ompats qu'il faut disriminer : les trous noirs, les étoiles à neutrons, les naines

blanhes, ainsi que les hypothétiques étoiles étranges.

Les trous noirs sont onséquene de l'e�ondrement total d'une étoile de masse initiale M⋆

> 40M⊙ et de masse érouléeM⋆ > 3M⊙ après un phénomène de type supernova. Il s'agit

d'un puits de potentiel in�niment profond, une é générant un hamp gravitationnel intense

sur la matière qui se trouve à son voi. Lors de la ontration de l'étoile, l'énergie relahée

asse les atomes onstitutifs de la matière du oeur en e�ondrement, que le potentiel

gigantesque du trou noir déforme la ourbure de l'espae-temps et y aspire toute matière et
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tout rayonnement. La relativité générale, théorie de la gravitation prédisant l'existene des

trous noirs, leur rattahe plusieurs paramètres fondamentaux (masse M, moment inétique

inétique J et harge Q) et donne des solutions à ertaines on�gurations de M, J et

Q. Un trou noir sans harge et sans rotation ( M>0, J=Q=0 ) est appellé trou noir de

Shwarzshild et onstitue une bonne approximation de la majorité des trous noirs exis.

L'horizon désigne le rayon au-delà duquel il n'y a plus de transfert d'information possible

entre l'intérieur du trou noir et le reste de l'Univers.

Les naines blanhes sont des résidus stellaires aux dimensions partiulièrement réduites,

ave un rayon de l'ordre de 10000 km. Par onséquent leur luminosité est faible, et leur

détetion di�ile. Elles proviennent de l'évolution d'étoiles de masse intiale M⋆ ≤ 8 M⊙

pour une masse �nale M⋆ ≤ 1.45M⊙ et possède en moyenne une masse de 0.6 M⊙. L'exis-

tene de tels objets est possible grâe à l'ionisation de la matière des ouhes internes de

l'étoile, induite par la forte densité de matière. L'équilibre des naines blanhes est rendu

possible grâe à la pression de dégénéresene induite par les életrons de son intérieur.

Une étoile à neutrons est un objet ompat provenant d'une étoile de masse initiale M⋆

> 8 M⊙ et de masse �nale omprise entre 1.4 et 3 M⊙. La pression de dégénérese des

életrons ne permet plus de soutenir la masse du oeur stellaire, dont la densité augmente

pour atteindre des valeurs de l'ordre de la densité des noyaux atomiques. Le ontrebalane-

ment de la gravité est assuré par une pression induite par les neutrons et les protons du

milieu. Par un équilibrage progressif de réations de déégration β et de neutronisation, les

ouhes internes de l'astre s'enrihissent en neutrons jusqu'à l'instauration d'un équilibre

dynamique e− + p+ ⇋ n. La densité de la matière des étoiles à neutrons fait que leur

équation d'état demeure enore inertaine et onstitue un sujet de reherhe à part entière.

En�n, la dernière atégorie d'objets ompats, les étoiles étranges, sont à mentionner. Il

s'agit d'astres ompats environ de fois plus petits que les étoiles à neutrons, dont le oeur

et parfois les ouhes intermédiaires sont onstituées par des quarks de saveur S (Strange).

Le ontrebalanement de la gravité est alors assuré par l'intération de ouleur. Ces objets

demeurent à e jour hypothétiques.

2.2 Variabilité des binaires de faible masse dans le do-

maine X : les osillations quasi-périodiques

Les systèmes doubles physiques sont formés de deux étoiles, souvent à des stade d'évo-

lution di�érents, orbiautour de leur entre de masse ommun. Le potentiel gravitationnel

ainsi réé, ou potentiel de Rohe, est fontion des énergies gravitationnelles par unité de

masse des deux astres et de la fore entrifuge assoiée aux masses en mouvement. Dans le

référentiel de orotation, il s'érit, ave ~r la variable de position, M1 et M2 les masses des

omposantes de la binaire, ~ri (i∈1,2) les positions des omposantes et ~ω la vitesse angulaire

du système,

Φ(~r) = − GM1

||~r − ~r1||
− GM2

||~r − ~r2||
− 1

2
(~ω × ~r)2. (2.3)

Les étoiles d'un système binaire sont spatialement délimitées par les équipotentielles du

potentiel de Rohe. L'évolution stellaire favorise des modi�ations de e potentiel, puisque

fontion des masses M1 et M2. C'est-à-dire que la forme de l'astre est ontraint par une
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surfae de potentiel ons. Lorsque l'une des omposantes de la binaire présente un volume

qui rempli et dépasse son lobe de Rohe, la matière stellaire passe par le premier point

de Lagrange

1

(noté L1) du système de masses, et ommene un transfert de matériel de

l'astre donneur vers le reeveur : 'est le phénomène d'arétion (voir �g. 2.1).

Les systèmes binaires en arétion et dont l'une des omposantes est un objet ompat,

présentent pour des raisons d'ordre gravitationnelles et de moment inétique une géométrie

du �ux de matière partiulière. En e�et, le plasma arété forme un disque qui s'établi dans

le plan de l'équateur du reeveur. Ces disques sont régis par une physique omplexe, relevant

à la fois de l'éoulement turbulent, de la physique des plasmas et de l'életromagnétisme.

Les systèmes arépeuvent être le lieu de phénomène d'éjetion ollimatées polaires, enore

mal omprises. Selon la masse et la présene d'un hamp magnétique propre au reeveur,

ainsi qu'aux masses des omposantes, le système double prend une dénomination spéi�que

parmis l'ensemble des voables qui quali�ent la vaste taxonomie des systèmes aré(voir

réf. [14℄).

Figure 2.1 � Débordement du lobe de Rohe et arétion de matière autour d'un objet ompat.

(rédits : MGraw-Hill, The Enylopédia of Siene and Tehnology, Royaume-Uni, 2007)

Au sein de l'ensemble des objets physiques sièges de phénomènes d'arétion, il existe des

systèmes binaires omposés d'une étoile à neutrons ou d'un trou noir de masse intermé-

daire assoié à un ompagnon (en général une étoile de la séquene prinipale ou une géante

rouge), et dont l'énergie d'arétion est relahée dans le milieu interstellaire sous forme de

lumière appartenant à la plage X du spetre életromagnétique. Ces systèmes binaires

prinipalement émetteurs X sont appellés LMXB (Low Mass X Binaries) si le donneur de

matière est de faible masse, soit une masse M ≤ 1M⊙. Ils sont l'unique fenêtre observa-

tionnelle onnue à e jour sur la matière dense et la physique en forte gravité. En e�et,

ils onsistent en un lieux de test de la relativité générale, par exemple via la prédition

de l'horizon des trous noirs. Les émissions X sont produites lors de la perte de l'énergie

potentielle gravitationnelle aumulée au ours de l'arétion, et onstituent la majorité

des émissions életromagnétiques de es objets.

Le terme de variabilité des binaires X ouvre l'ensemble des phénomènes de variation

temporelle du signal X issus des LMXB, 'est-à-dire de l'émission de photons d'énergie

l'ordre de 0.5 à 100 keV. La ompaité des trous noirs ainsi que des étoiles à neutrons fait

que es astres sont très lumineux. En e�et, la luminosité L d'un objet est proportionnelle

à son rapport M/R (voir équation (2.4) où Ṁ représente le taux d'arétion de l'étoile),

1. Le potentiel de Rohe délimite des surfaes équipotentielles onstituant une limite spatiale aux régions

subissant de manière prépondérante les e�ets gravitationnels de la binaire. Ces surfaes fermées voient leur

aire augmenter en fontion de la disà la binaire, et �nissent par se renontrer en un point où le gradient

du potentiel de Rohe ||~∇Φ(r)|| est nul. Le premier point de Lagrange (L1) est le point de ontat entre

es deux lobes.
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ainsi les régions les plus internes du disque sont aussi les plus haudes et les plus émettries

de lumière. Les dernières dizaines de kilomètres du disque possèdent une période orbitale

de l'ordre de la milliseonde,

L ∝ GMṀ

2R
. (2.4)

Les osillations quasi-périodiques (QPO) sont un exemple de variabilité des LMXB. Elles se

aratérisent par un train de pis aratéristique, et sont onséutives à des variations de la

phase du signal X. L'intensité du spetre de Fourier orrespondant (spetre de puissane)

omporte par onséquent un large pi, repéré dans le signal par des algorithmes qui inter-

pollent les QPOs par des fontions gaussiennes ou lorentziennes. Un QPO est aratérisé

par la fréquene du maximum de son pi f0 et sa largeur à mi-hauteur ∆f, son fateur de

qualité Q=f0/∆f.

Figure 2.2 � Détail sur le ouple de pis (QPO jumeaux) au kHz de l'intensité de la transformée

de Fourier des émissions X du système binaire Cygnus-X1 (rédits : van der Klis et al., 1997, ApJ,

481, L97)

Des QPO produits à des fréquenes de l'ordre du kiloHertz (kHz) furent déourverts dans

les années 1990 (voir réf. [4℄ et [17℄) et rapidement détetées dans plusieurs dizaines de

LMXB de la Voie Latée. Présents entre 350 et 1250 Hz, ils peuvent êtresimple ou bien

avoir l'aspet de deux pis séparés de quelques entaines de Hertz dans le spetre de

puissane, d'où leur dénomination de pis jumeaux (voir Fig. 2.2). Toutes les tentatives d'-

expliation quant à l'origine de es QPO, nombreuses depuis une dizaine d'année, restèrent

infrutueuses. Cependant, la nature relativiste des objets arédes LMXB rappelle que la



D. M.-A. Meyer "Emissions des binaires X de faible masse" 9

théorie de la relativité générale prédit l'existene d'une dernière orbite irulaire stable (In-

nermost Stable Cirular Orbit), au-delà de laquelle toute partiule de matière s'e�rondre

sur la surfae de l'étoile à neutrons ou traverse l'horizon du trou noir. Il a été établi (voir

réf. [3℄ et [14℄) pour un hamp de Shwarzshild que l'expression de l'ISCO est,

RISCO =
6GM

c2
= 3RS. (2.5)

Les QPOs peuvent s'interpréter omme une signature de ette dernière orbite stable, e qui

onstitueraient un argument de taille en faveur de la validité de la théorie de la relativié

générale, mais partiiperaient également à la ontrainte de l'équation d'état des étoiles à

neutrons. Une illustration de l'ISCO est reportée en Fig. 2.3.

Figure 2.3 � Comparaison des potentiels e�etifs de Newton et de Shwarzshild, ave mise en

évidene du dernier orbite stable (ISCO) pour e dernier (d'après Barret, 2006).

Outre les tests de la gravitation en hamp fort, les QPOs sont des outils préieux dans la

ontrainte de l'équation détat des étoiles à neutrons (voir réf. [17℄ et réf. [12℄). Cela peut

se voir de la manière suivante : on sait d'une part que les di�érents rayons aratéristiques

du problème tolèrent la relation d'ordre suivante (ave Rorbital le rayon de génération du

QPO),

0 < R < RISCO < Rorbital. (2.6)

D'autre part, les équations d'état des étoiles à neutrons se aratérisent par une relation

de polytropique du type,

P = P (ρ). (2.7)

Il est possible de onvertir ette relation en une expression utilisant les variables de masse

et de rayon,
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M =M(R). (2.8)

La tradution P=P(ρ) en M=M(R) se fait à partir des relations suivantes, dites d'Oppenheimer-

Volkov,

||∇P || = −
(GM(R)ρ(R)

R2

)(M(R) + 4πρ(R)R3P

c3R2(1− 2GM(R)
Rc2

)

)

, (2.9)

||∇M || = 4πρ(R)R2

√

1− 2GM
Rc2

. (2.10)

En�n, en injeau sein des deux omparaisons de l'expression (2.6) l'expression képlérienne

de la pulsation orbitale du orps engendrant la formation d'un QPO onsidéré,

Ωorbital =
1

2π

√

GM

R3
. (2.11)

Il est possible d'aboutir aux deux relations suivantes,

R3 ≤ GM

4πνQPO
, (2.12)

M ≤ 1

νQPO

( c3

2π63/2G

)

. (2.13)

Elles possèdent la partiularité d'être dépendante de la fréquene du QPO, déterminée par

les observations, et don de pouvoir séletionner une région dans le digramme masse-rayon

des étoiles à neutrons (voir Fig. 2.4).
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Figure 2.4 � Illustration de la séletion d'une partie du diagramme masse-rayon des étoiles à

neutrons au moyen de la mesure de la fréquene orbitale de la région du disque produisant un

QPO (Cole et Miller, 1998).



Chapitre 3

Présentation du modèle analytique de

génération des QPOs

3.1 Modélisation des QPOs

La modélisation des QPOs est une thématique qui s'est fortement développée à partir du

début des années 1990. La manière de proéder explorée ii onsiste en la simulation de la

trajetoire d'une partiule test plaée dans le disque d'arétion d'un système double dont

les grandeurs fondamentales (masseM⋆ et rayon R⋆ de l'objet aré) déterminent les ordres

de grandeurs des phénomènes mis en jeu. Les QPOs proviendraient du mouvement des

partiules, osillant suessivement de part et d'autre du plan équatorial des objets aré,

à des fréquenes évoluant au ours du temps. Soulignons en�n que ertains travaux (voir

réf. [10℄ et [11℄) omplexi�ent le problème en proposant des desriptions hydrodynamiques

d'arétion ou enore en tenant ompte de la magnétisation du disque.

Le modèle que l'on souhaite mettre à l'épreuve (voir réf. [8℄) se base sur l'exploration d'un

phénomène de résonane de forçage au sein d'un disque de nature képlérienne. La fore

exitatrie trouve son origine dans le aratère inhomogéne de l'intérieur de l'objet ompat.

Si l'on onsidère une étoile à neutron d'une LMXB dans un référentiel dont l'origine oinide

ave son entre de masse, l'inhomogénéité de l'astre se modélise ii par une sphère de masse

pontuelle Mp plaée à une dis|| ~Rp|| < R de l'origine. Le potentiel gravitationnel induit

sur un point du disque de l'espae va �utuer selon que l'inhomogénéité s'éloigne ou se

rapprohe de e point. Les variations au ours du temps du potentiel sont induites par le

moment inétique orbital Ω⋆ de l'objet ompat. En hoisissant un système de oordonnées

ylindrique et en no

~Rp(t) = (rp, φp = Ω⋆t, zp) les omposantes de l'inhomogénéité, on érit

le potentiel total induit par l'étoile,

Φ(r, φ, z, t) = − GM⋆

|| ~R(t)||
− GM⋆

|| ~R(t)− ~Rp(t)||
, (3.1)

Φ(r, φ, z, t) = − GM⋆√
r2 + z2

− GMp
√

(r − rp)2 + (z − zp)2
. (3.2)

12
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Le aratère perturbatif de l'inhomogènéité permet de développer le potentiel

1

(voir réf.

[9]) :

Φ(r, φ, z, t) = − GM⋆√
r2 + z2

− GMp√
r2 + z2

×
+∞
∑

m=0

b1/2m (x)
(

√

r2p + z2p√
r2 + z2

)

cos(m(Ω(t)−Ω⋆t)). (3.3)

Ainsi, le potentiel se omprend omme une superposition linéaire de termes dont l'in�uene

gravitationnelle déroît ave l'augmentation du mode m qui les aratérise.

La visé du disque est modélisé via l'introdution d'un oe�ient de dissipation γ dans

l'équation du mouvement. Cette perte d'énergie peut également s'assimiler à un phénomène

de transfert radiatif onséutif au hau�age de la matière du disque. La limite intérieure

du disque est délimité par l'ISCO, seule trae de gravitation relativiste dans le modèle de

disque. Le hamp de gravité dans lequel baigne le disque est un hamp de Shwarzshild,

ainsi les expressions des épiyliques d'un orps son les mêmes que elle de sa fréquene

képlérienne de révolution (voir réf [3℄). Le �uide onstituant le milieux est modélisé par

un �ux de partiules ne possédant pas d'interations entre elles et subissant le potentiel

entral (3.2) rée par l'objet ompat. Une partiule test de masse nulle est lahée sur

le disque à un rayon r(t) de l'ordre de quelques dizaines de rayons gravitationnels Rg de

l'objet aré, ave un jeu de onditions initiales (r0,z0,ż0) et dérive en diretion du orps

entral. La simulation est arrêtée lorsque la partiule arrive à la hauteur du rayon RISCO.

La modélisation du phénomène de QPO dans les binaires X de faible masse adoptée dans

ette étude propose d'explorer le prinipe de résonnanes entre les di�érents mouvements

périodiques auxquels est soumis la partiule. Le modèle propose de onsidérer le mouvement

épiylique vertiale qui rend ompte de l'évolution de l'amplitude des osillations de part

et d'autre du plan équatorial omme une quantité tributaire des mêmes évolutions que

l'intensité X des QPOs. Le problème est don ramené à la ompréhension d'un osillateur

lassique partiulier. En e�et, l'équation régissant e mouvement est elle d'un osillateur

harmonique représenl'épiylique non perturbée, assoiée à un terme dissipatif représenles

pertes d'énergies ainsi qu'au terme de forage induit par le potentiel Φ(r, φ, z, t).

La trajetoire osillatoire du orps en arétion dépendant en outre de paramètres vari-

ant au ours du temps et oasionnant des modi�ations des di�érentes pulsations qui la

régissent. L'expliation provient de la dépendane des paramètres du problème à la disr(t)

au entre de l'objet. Selon le hoix de onditions initiales, le système peut être le siège de

résonnanes méaniques, dont plusieurs types sont attendues. Tout d'abord, la résonnane

de orotation, aratéristique des orps en révolution prograde autour d'un objet entral

possédant une fréquene intrinsèque égale à la fréquene de rotation du orps,

Ω = Ω⋆. (3.4)

Viens ensuite la résonnane de forçage vertiale, se produisant lorsque la fréquene épiy-

lique vertiale de la partiule égale un mode de la fréquene du terme de forçage, exitateur

de l'orbite de la partiule,

1. Le passage de (3.2) à (3.3) ave l'introdution des oe�ients de Laplae bnm(x) =
2−δ0

m

2π

∫ 2π

0
cos(m(φ−Ω⋆t))

1+x2−x2 cos(φ−Ω⋆t)
dans le développement (1 − 2α cos(θ) + α2)−1 = 1

2

∑+∞
j=−∞ bjs cos(jθ). Notons

que δ0m est le symbole de Kroneker (δ00=1 et δ0m 6=0=0).
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m|Ω− Ω⋆| = κz. (3.5)

En�n, e modèle de QPO postule l'existene d'un phénomène d'autorésonnane, 'est-à-

dire une situation où le système en résonnane maintient lui même les grandes amplitudes

du forçage. Cei est modélisé dans l'équation du mouvement par un terme non-linéaire

dont des onsidérations d'ordre physique le portent au troisième ordre. Ainsi, l'équation du

mouvement vertial de la partiule est l'équation di�érentielle du seond ordre à oe�ients

non onsave seond membre (3.6). Les oe�ients de es termes sont résumés dans le

Tab. 3.1,

z̈(t) + 2γż(t) + Ω2
0(t)z(t) = αz2(t) + β(t)z3(t) + hf (t) cos(m(Ωf − Ω⋆)t). (3.6)

Paramètres de l'équation di�érentielle Dénomination

Ω0 pulsation propre de l'osillateur au repos

ωf = m(Ωf − Ω⋆)+φ amplitude de forçage

α oe�ient du terme non-linéaire quadratique

β oe�ient du terme non-linéaire ubique

γ oe�ient d'amortissement du système

Table 3.1 � Coe�ients des di�érents termes de l'équation du mouvement.

Cette équation sera dans un premier temps résolue numériquement. Puis, une méthode

d'approximation des équations di�érentielles, la méthode de la moyenne, lui sera appliquée.

Cette dernière possède la propriété de donner aès à des onditions initiales partiulières

dont l'e�et est de provoquer la stationnarité de la solution z(t) au ours du temps. Cei

renseigne, et de manière analytique approhée sur les variations temporelles de l'amplitude.

Les erreurs relatives entre es solutions approximées seront appréiées dans des situations

partiulière telles que l'osillateur harmonique dissipatif entretenu, où une solution analy-

tique existe. Ensuite, les valeurs des paramètres �xes ainsi que des expressions analytiques

fontion du temps pour les oe�ients de l'équation seront établies à partir du modèle

présenté i-dessus. Cei permettra de produire des simulations qui pourront être analysées.
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3.2 La méthode de la moyenne

La méthode de la moyenne est une méthode d'approximation visant à résoudre les équations

di�érentielles ordinaires. En physique, elle se prête partiulièrement bien aux traitements

des phénomènes osillatoires. Sa démonstration, ainsi son appliation sur quelques systèmes

osillatoires partiuliers se trouve au sein de la réf. [18℄.

Cette méthode onsiste en une ériture des équations di�érentielles : il s'agit d'une équation

d'osillateur harmonique à laquelle l'on a rajouté un seond membre. Ce seond membre est

représenté par une fontion f = f(x, ẋ, ǫi) pouvant ontenir une ontribution di�érentielle

du premier ordre ainsi que des termes non-linéaires ou de for�age du système. Les oef-

�ients ǫi représenles di�érents oe�ients sont tous petits devant l'unité. Nous érirons

don, ave Ω la fréquene propre du système,

ẍ+ Ω2x = ǫf(x, ẋ, ǫi). (3.7)

Puis, en metl'équation sous la forme d'un système de deux équations, et en e�etuant le

hangement de variable onsisà introduire y a�n de normaliser l'éhelle de temps, on a,

ẋ = Ωy, (3.8)

ẏ =
ẍ

Ω
= −Ωx +

ǫ

Ω
f(x,Ωy, ǫi). (3.9)

Il est ensuite néessaire de hanger de oordonnées, et de passer dans un système de

représentation polaire (r,θ) et dé�ni par les relations,

x = r cos(θ), (3.10)

y = −rΩ sin(θ). (3.11)

En�n, après dérivation de x et de y par rapport au temps, l'isolation des nouvelles variables

ṙ et θ̇ donne, en introduisant une ériture de la phase θ(t) = Ωt+ φ,

ṙ = − ǫ

Ω
f
(

r cos(Ωt+ φ),−rΩ sin(Ωt+ φ), ǫi

)

sin(Ωt + φ), (3.12)

φ̇ = Ω− ǫ

rΩ
f
(

r cos(Ωt + φ),−rΩ sin(Ωt + φ), ǫi

)

cos(Ωt + φ). (3.13)

La méthode de la moyenne stipule ensuite qu'un moyennage de la phase et de l'amplitude

approhée, ne possédant pas de dépendane expliite en temps est possible. Dans notre as,

l'évolution temporelle des variables d'amplitude et de phase, regroupés dans un veteur

~X=(r(t), φ(t)), est donnée en fontion du veteur

~F ontenant les expressions analytiques

de r et de φ,



D. M.-A. Meyer "Emissions des binaires X de faible masse" 16

d ~X

dt
:= ǫ ~F ( ~X, ǫi, t), (3.14)

d ~X

dt
≈ ǫ

1

T

∫ T

0

~F ( ~X, ǫi, t)dt. (3.15)

Cet exemple d'osillateur ontient un terme dissipatif symbolisé par le oe�ient γ, un
terme forage d'amplitude hf et de pulsation m(Ω − Ω∗) = ωf ainsi que deux termes

non-linéaires en x2 et x3 auxquels sont rattahés les oe�ients α et β, petits devant les
amplitudes des variations de r et de θ. L'équation di�érentielle du mouvement est,

ẍ+ ω2x = −2γẋ+ βx3 + hf cos(ωf t + φ). (3.16)

Le système à résoudre s'obtient ave f(r cos(θ),−rΩ sin(θ), ǫi) = −2γẋ + αx2 + βx3 +
hf cos(ωf t+ φ). On a, en tenant ompte de la période T = 2π

Ω
et en noψ = ωf t+ φ,

ṙ =
−T
2π

(

− 2γr sin2(ψ) +αr2 cos2(ψ) sin(ψ) + βr3 cos3(ψ) sin(ψ)+ hf cos(ωf t+φ) sin(ψ)
)

,

(3.17)

φ̇ =
−T
2π

(

−2γr sin(ψ) cos(ψ)+αr2 cos3(ψ)+βr3 cos4(ψ)+hf cos(ωf t+φ) cos(ψ)
)

. (3.18)

L'intégration par rapport au temps du système omposé des expressions (3.17) et (3.18)

mène, après regroupement des di�érents termes et rédution des expressions au même

dénominateur a�n d'y faire apparaître la résonnane en Ω = ωf , à,

∫ T

0

ṙ

T
dt =

(

− γr

Omega

)

+
hf
2π

(ωf sin(ψ) sin(ωfT )− 2Ω cos(ψ) sin2(
ωfT

2
)

Ω2 − ω2
f

)

, (3.19)

∫ T

0

φ̇

T
dt =

(−3βr2

8Ω

)

+
hf
2πr

(2Ω sin(ψ) sin2(
ωfT

2
) + ωf cos(ψ) sin(ωfT )

Ω2 − ω2
f

)

. (3.20)

L'équation di�érentielle moyennée ne dépendant plus expliitement du temps sera alors,

en érivant les deux équations (3.19) et (3.20) sous la forme d'une fontion vetorielle

~F 0(~y, ǫi)
2

telle que dé�nie en (3.14),

~F 0
(~y,ǫi) =

(

ṙ

φ̇

)

=







− γr
Omega

+
hf
2π

ωf sin(ψ) cos(ωfT )−2Ω cos(ψ) sin2(
ωfT

2
)

Ω2−ω2
f

−3βr2

8Ω
+

hf
2πr

2Ω sin(ψ) sin2(
ωfT

2
)+ωf cos(ψ) sin(ωfT )

Ω2−ω2
f






,

2. La démonstration détaillée de ette expressions se trouve en setion 6.3 de l'Annexe.
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(3.21)

L'erreur ommise par la méthode de la moyenne par rapport à la solution analytique,

évaluée ave un osillateur dissipatif entretenu à la résonnane est de l'ordre

3

de 10−6
.

3.3 Osillations non-linéaires et autorésonnanes de forçage

L'autorésonnane de forçage est un méanisme d'exitation des osillateurs non-linéaires

qui intervient dans des systèmes osillatoires entretenus par une fore extérieure quasi-

périodique dont les amplitudes restent de l'ordre de la perturbation par rapport à elles

du système. En e�et, si les paramètres du problème restent onsau ours du temps, la

non-linéarité empêhe le système de s'opposer à l'augmentation lente des l'amplitudes lors

de l'installation d'un régime de résonnane de forage entre fréquene du système et de la

perturbation extérieure. Cependant, si la fréquene de la fore exitatrie varie lentement

dans le sens du signe de la nonlinéarité, une augmentation en amplitude de la solution de

l'osillateur est possible. Cei s'explique par l'instauration lente mais durable d'un régime

de résonnane, ette fois-i maintenu par le terme non-linéaire (voir réf. [5℄).

Considérons un système dont l'équation du mouvement prend x pour variable de position.

L'analyse de l'évolution d'un tel système s'e�etue à l'aide de méthodes d'approximation

des équations di�érentielles telles que la méthode de la moyenne. Elles onsistent en l'intro-

dution d'une ériture de la solution x(t) du système osillant (voir (3.21)) dont le terme

A(t) représente les variations temporelles séulaires de la solution sur les grandes éhelles

de temps (modulation basse fréquene de l'amplitude), que θ(t) est relatif aux évolutions

rapides, 2π-périodiques, du signal,

x(t) = A(t) cos(φ(t)). (3.22)

La fontion

~F 0(~y, ǫi) permet de reherher des points partiuliers des systèmes dynamiques,

les points �xes. Il s'agit dans notre as d'un ensemble de ouples (A, φ) qui, une fois utilisés
omme onditions initiales lors de la résolution d'équations di�érentielles du mouvement,

onférent au système une solution en terme d'amplitude et de phase stationnaire. Pour un

osillateur linéaire à oe�ients ons, es points �xes (voir Tab. 3.3) sont les onditions

initiales pour l'évolution stationnaire du système (le portrait de phase orrespondant est un

point situé en (x0, ẋ0)). L'obtention des portraits de phase néessite de onvertir les points

�xes de (r0, φ0) à (x0, ẋ0) en éviles expressions qui possèdent des points . En se basant sur

les dé�nitions (3.10) et (3.11), on trouve,

x0 =
r0

1 + tan2(φ0)
= r0 cos(φ0), (3.23)

ẋ0 =
r0Ω tan(φ0)
√

1 + tan2(φ0)
= r0Ω sin(φ0). (3.24)

3. Voir Annexe 6.3.
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Dans le as d'une autorésonnane paramétrique, es points se nomment quasi-�xes et per-

mettent de mettre aisément en évidene les variations de l'amplitude dues au phénomène

de résonnane. Ils s'obtiennent via,

~F 0(~y, ǫi)(t=0) =

(

ṙ

φ̇

)

=

(

0
0

)

.

(3.25)

Notons en�n que les points �xes pour des systèmes dotés d'un terme de forage sont

déterminés à la résonnane. L'expression de

~F 0(~y, ǫi) tenant ompte de ette résonnane

est déterminée en prenant la limite des omposantes du veteur (3.21) pour Ω → ωf . La
règle de l'Hospital est toute indiquée pour aluler ette limite. Il vient de (3.25) l'expression

un point quasi-�xe de notre modèle

4

:

φ(t) =



















tan
(

−2γA(t)Ω(t)
hf (t)

−
6β(t)A3(t)

8hf (t)

)

si
(

−2γA(t)Ω(t)
hf (t)

−
6β(t)A3(t)

8hf

)

> 0

tan
(

−2γA(t)Ω(t)
hf (t)

−
6β(t)A3(t)

8hf (t)

)

+ π si
(

−2γA(t)Ω(t)
hf (t)

−
6β(t)A3(t)

8hf

)

< 0,

A(t) = −h(t) sin(φ)
Ω(t)γ

. (3.26)

A�n de déterminer A(t) pour un temps donné, on isole φ(t) à partir du système (3.25)

avant de l'injeter dans l'une des deux expressions du système non-linéaire en A(t). De

manière équivalente, l'amplitude de la solution provient de la résolution numérique d'une

des expressions suivantes,

A(t)γ +
hf (t)

8hf(t)
sin
(

tan(

−2A(t)γ
hf (t)

−6A3(t)β(t)
8hf (t)

)
)

= 0, (3.27)

3A(t)β(t)

8Ω(t)
+ hf cos

(

tan(

−2A(t)γ
hf (t)

−6A3(t)β(t)
8hf (t)

)
)

= 0. (3.28)

4. Voir expliation en �n de l'Annexe 6.4 : il faut tenir ompte de la dépendane temporelle des oe�-

ients
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Termes Equation di�érentielle Points �xes

Osillateur H. ẍ+ Ω2x = 0 (r0, φ0)

Osillateur H., β ẍ+ Ω2x = βx2 + hf cos(ωf t)
(

(
4hf
3β

)
1
4 ,±π

)

Osillateur H., γ ẍ+ 2γẋ+ Ω2x = hf cos(ωf t)
(

hf
2Ωγ

,±π
2

)

Osillateur H., β, γ ẍ+ 2γẋ+ Ω2x = βx2 + hf cos(ωf t)
(

−(
hf sin(φ̃)

2Ωγ
), φ̃
)

Table 3.2 � Quelques points �xes obtenus à partir de la méthode de la moyenne pour

di�érentes versions du système osillant (harmonique, dissipatif, non-linéaire quadratique

et foré à la résonnane). Le tilde sur la quantité φ̃ indique que sa valeur s'obtient nées-

sairement de manière numérique.

Un exemple d'autorésonnane ( il s'agit ii d'une autorésonnane paramétrique, 'est-à-

dire d'entretient d'un régime de résonnane par modi�ation de la fréquene propre d'un

système, mais sans perturbation extérieur) est donné en Fig. 3.1. Il s'agit d'un osillateur

de Mathieu muni d'un terme ubique dont la fréquene propre est modulée dans le temps

de manière ïdale par un terme de pulsation ωp (voir équation (3.28)),

ẍ(t) + 2γẋ(t) + Ω2
0(t)
(

1 + hp cos(ωp(t)t)
)

x(t) = β(t)x3(t). (3.29)

On y retrouve la lente augmentation de l'amplitude au ours du temps, signe de l'entrée en

résonnane. Les évolutions 2π-périodiques rapides dues au terme de Mathieu ne sont pas

résolues sur la Fig. 3.1. La ourbe verte représente l'approximation globale de l'amplitude,

issue des équations moyennées (voir réf [12℄ pour l'obtention de l'expression (3.30)),

A(t) =
2

3
Ω⋆

√

1

β

(v0t

r0
+
hp
6

)

. (3.30)

3.4 Evolutions des paramètres du modèle en fontion du

temps

Le système physique que nous onsidérons est onstitué d'une partiule test plaée dans un

potentiel gravitationnel entral et qui traverse le disque d'aétion pour tomber sur l'objet

ompat. L'évolution de la position de la partiule est régie par un ensemble d'équations

paramétriques (r(t),z(t)) où r représente la disau entre de l'objet aréet z la position dans
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Figure 3.1 � Amplitude |z(t)| d'un système en résonnane paramétrique (rouge) ave illustration

de la méthode de la moyenne pour les variations de l'amplitude A(t) de la solution (vert). Exemple

d'un osillateur de Mathieu non-linéaire.

la diretion perpendiulaire au disque. Les varations de r(t) sont non-linéaire en raison de

la densité surfaique de masse (voir réf.[12℄), que elle de z est de nature osillatoire (se

reporter à l'équation (3.6)).

Les quantités qui déterminent la trajetoire selon la diretion z, et que l'on retrouve sous

forme de oe�ients dans l'équation di�érentielle (3.2), sont sujet a des évolutions de nature

temporelle. En e�et, si l'on onsidère un �ux de partiules du disque s'e�ondrant sur l'objet

ompat, alors la onservation de la masse à un rayon donné, dans le référentiel solidaire

du disque de densité ρ(r), en oordonnées ylindriques (r,φ,z) et selon le sens opposé à la

diretion ~er,

∂

∂t
ρ(r) + ~∇.

(

ρ(r)~v
)

=
∂

∂t
ρ(r) +

1

r

∂

∂r

(

rρ(r)vr

)

= 0. (3.31)

En supposant que le disque d'arétion est un disque mine de densité surfaique de masse

indépendante du temps (voir réf. [12℄), donnée par une loi de puissane du type,

Σ(r) = Σ0

(r0
r

)α

;α 6= 2. (3.32)

On a, ave r0 le rayon d'introdution ave la vitesse v0 de la partiule dans le disque,

∂

∂r

(

r2πΣ(r)vr

)

=
∂

∂r

(

r02πΣ(r0)vr0

)

= 0. (3.33)
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Soit une ériture de la onservation de la masse,

r2πΣ(r)vr = r02πΣ(r0)vr0 . (3.34)

Cei nous amène à une paramétrisation de la projetion de la trajetoire de la partiule sur

la surfae du disque en fontion du temps. Les di�érents paramètres dont sont tributaires

les mouvements épiyliques sont tous fontions de r(t). Nous trouvons, ave l'expression

de la disau rayon r(t) (ave α 6= 2),

r(t) =
(

rα+2
0 − (α + 2)rα+1

0 v0t
)

1
α+2

. (3.35)

D'où,

Ω(t) =

√

GM⋆

r3(t)
, (3.36)

κz(t) := Ω(t) =

√

GM⋆

r3(t)
. (3.37)

L'expression de l'amplitude du terme de forage est déterminée via la seonde loi de Newton

appliquée à l'objet de masse M⋆ sur la partiule de masse m. Le aratère perturbatif du

terme dont hf (t) onstitue l'amplitude est assuré par l'introdution de manière ad ho d'un

salaire ǫ � 1,

hf (t) = ǫ||
~Fg
m

|| = ǫ
GM⋆

r2(t)
. (3.38)

Le oe�ient ubique est obtenue par identi�ation en perturbant de z la omposante

vertiale de la fore représentative de l'interation gravitationnelle. D'où, ave Φ le potentiel

gravitationnel dé�ni en (3.1),

z̈ = ~g.~ez = gz = −~∇(Φ).~ez =
∂

∂z

GM⋆m
√

r2(t) + z2
. (3.39)

En se souvenant que la variable z joue le r�le d'une perturbation, don qu'elle tolère

la omparaison z ≪ r(t) ∀ t, on peut e�etuer un développement limité du potentiel

gravitationnel au premier ordre,

z̈ = −GM⋆z

r(t)3

(

1 +
z2

r2

)−3/2

≈ −GM⋆z

r(t)3

(

1− 3z2

2r2(t)

)

, (3.40)

z̈(t) + Ω2z(t) =
( 3Ω2

2r2(t)

)

z3(t). (3.41)

D'où :
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β(t) =
3Ω2

2r2(t)
. (3.42)

Ces expressions (3.35) à (3.42) sont ensuite injetées dans l'équation (3.6). Une équation

di�érentielle dé�nitive du mouvement vertiale de la partiule, qu'il faudra adimentionner

avant d'intégrer numériquement est ainsi obtenue,

z̈(t) + z(t)
(GM⋆

r3(t)

)

= z3(t)
(3GM⋆

2r2(t)

)

+ ǫ
(GM⋆

r2(t)

)

cos(m
((GM⋆

r3(t)

)(1/2)

− Ω⋆

)

). (3.43)



Chapitre 4

Résultats et interprétation

4.1 Nature des données relatives à l'objet 4U1636-536

Il onvient à présent de omparer le modèle présenté en setion 2.1 aux observations as-

tronomiques. Pour e faire on onfronte les simulations de la trajetoire z(t) aux résultats

de D.Barret et al. (voir réf. [2℄). Dans ette étude, l'auteur explore le lien entre baisse

du fateur de qualité d'un QPO au-delà d'une ertaine fréquene d'émissions X hez les

binaires de faible masse. Il onlu, après un examen détaillé du système 4U1636-536 que

ette tendane peut être interprétée omme une signature de l'ISCO, e qui onstituerait

la première preuve de relativité générale en hamp fort. Il onjeture en�n que ette ten-

dane doit se retrouver pour les autres binaires du même type. L'ensemble des données qui

servirent à ette démonstration sont issues des arhives du satellite Rossi X-Ray Timing

Explorer (RXTE).

L'objet 4U1636-536 est la quatrième LMXB déouverte au sein de la Voie Latée. Il s'agit

d'un système double dont la omposante aréest une étoile à neutron de masse M omprise

entre 1.4 à 2M⊙. Sa fréquene de rotation intrinsèque est estimée à 582 Hz. Une disussion

de ette valeur a ependant vu le jour dès 1999 (voir réf [6℄), lui prédisant une fréquene

inférieur, de l'ordre de 291 Hz. Ces valeurs �utuant du simple au double peuvent s'inter-

préter omme un disussion de l'inlinaison du plan équatorial par rapport à l'observateur.

En e�et si l'objet arépossède deux p�les atifs et que son axe polaire est perpendiulaire

à la ligne de visée, deux signaux relatifs à la rotation de l'étoile se moduleront et donneront

une valeur de Ω⋆ doublé par rapport à la réalité. Le taux d'arétion de 4U1636-536 est elui
d'une LMXB s, soit Ṁ ≈ 10−8M⊙.an

−1
. Cet objet possède surtout un QPO aux alentours

de 870 Hz (voir réf [19℄). La déouverte ainsi que l'étude détaillée de e QPO partiulier

est relativement réente puisqu'elle date de l'année 1996. C'est en�n 4U1636-536 qui a mis

à jour le omportement partiulier du fateur de qualité des émissions X des LMXB, véri�é

depuis pour d'autres systèmes doubles de la galaxie. L'évolution des fateurs de qualité

des pis de la transofmée de Fourrier de sa lumière X (voir Fig. 4.1) sert de référene à la

branhe théoriienne de la ommuneauté qui étudie les QPOs. C'est ette ourbe que l'on

souhaite reproduire numériquement.

L'analyse du signal s'e�etue de la même manière que elle employée par les observateurs :

les données (la simulation de z(t) dans notre as) est déoupée en fenêtres au sein desquelles
les informations sont onverties de l'espae diret (z(t),t) dans l'espae des fréquenes

(F(f),f). Les données RXTE sont analysées à l'aide d'une méthode de fenêtrage variable.

23
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Figure 4.1 � Evolution du fateur de qualité Q du QPO à 850 Hz environ de 4U1636-536 en

fontion de sa fréquene (voir réf [2℄).

Les observations sont déoupées par D.Barret en tranhes allant de 8 à 512 s. Pour haun

de es intervalles de temps suessifs, la transformée de Fourier disrète du signal f(t),

dé�nie par l'expression (4.1) est e�etuée. Un fateur de qualité est ensuite tiré de haque

transformées. Les fateurs sont par la suite moyénnés pour une fréquene donnée,

F(fj) :=
1

2π

+∞
∑

j=0

f(tj)e
2iπf∆t. (4.1)

L'algorithme hoisi pour réaliser la transfomée des simulations est elui de la transformée

de Fourrier rapide (voir réf.[15℄, qui possède l'avantage d'optimiser le temps de alul d'un

signal disponible sur n valeurs disrètes de O(n2) à O(nln(n)) itérations.

La transformée de Fourier relative aux fenêtres dérites préédement est élevée au arré,

donnant ainsi aès à la densité spetrale de puissane de la transformée de Fourrier.

Les grandeurs rendant ompte du signal au sein d'une période d'étude de la simulation

sont tout d'abord la fréquene f0 du maximum du pi de l'intensité de la transfomée de

Fourrier I :=|F(f)|2, orrespondant à la première harmonique de la déomposition en série

de Fourrier de la simulation. Ce pi prinipal est identi�é et interpolé linéairement a�n

d'en extraire la fréquene f0 orrespondant au maximum de e pi ainsi que le fateur de

qualité Q dé�nie en (4.2) ave f1 et f2 les fréquenes de demi-intensité du pi montrant

son maximum à f0. La di�érene |f2 − f1| onstitue la largeur à mi-hauteur du pi,
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Q =
f0

|f2 − f1|
. (4.2)

La représentation graphique de l'ensemble des doublets (f0,Q(f0)) obtenus sur l'ensemble
de la simulation onstitue alors le résultat qui permettra de se prononer, au regard des

observations, sur le modèle étudié. Notons que les quantitées Q et f0 sont alulés à partir
d'une transformée normalisée.

4.2 Simulation de l'arétion d'une partiule par une

étoile à neutrons

Pour des raisons d'optimisation et de �exibilité du programme, il est néessaire de nor-

maliser les grandeurs simulées. On hoisi de ramener les di�érentes fréquenes du problème

à la fréquene du disque Ωg évaluée au rayon gravitationnel Rg,

Ωg =
c3

GM⋆
=

√

GM⋆

R3
g

= 1. (4.3)

Les oe�ients d'additionnement par les dimensions de longueur, de temps ainsi que la

vitesse sont le rayon gravitationnel de l'astre Rg, la période Tg de la partiule au rayon

Rg, ainsi que la élérité de la lumière dans le vide. Ils entretiennent entre eux la relation

suivante,

c× Tg = Rg. (4.4)

On en tire l'équation normalisée du problème, ave xt, x(t = 0) = x0 et τ les longueurs et

temps normalisés, et β0=v/c. En posant,

r(t) =
(

rα+2
0 − (α + 2)rα+1

0 v0t
)

1
α+2

, (4.5)

on obtient,

z̈(τ) + z(τ)
( 1

x3(τ)

)

= z3(τ)
(3Ω2(τ)

2x2(τ)

)

+ ǫ
( 1

x2(τ)

)

cos(m
( 1

x3/2(τ)

)

− Ω⋆x
3(τ)

)

), (4.6)

Les simulations que l'on peut e�etuer à partir de l'expression (4.6) sont dépendantes d'un

ensemble de paramètres. Il s'agit des onditions initiales relevant de la physique de l'objet

étudié (rayon et vitesse r0, v0 d'introdution de la partiule dans le disque, oe�ient de

dispersion γ, position et vitesse z0 et ż0 de la partiule selon la diretion perpendiulaire au
disque) et du mode m du développement du potentiel. De plus, la simulation est e�etuée

en raordant des intervalles de alul d'une durée τf omporN1 points de mesures, haun

disde ∆t = τf/N1.
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La transformée de Fourrier est ensuite e�etuée ave un proédé de fenêtrage similaire : un

temps d'analyse du signal se voit déterminé par le paramètre τFenetre. Il s'agit don d'une
évaluation sur N2=τFenetre/∆t points. Notons que τFenetre dé�ni la fréquene d'éhantillon-
nage du signal z(t), et doit de e fait véri�er le théorème de l'éhantillonnage de Nyquist-

Shannon. La résolution en fréquene est ainsi données par,

∆ν ≤ 1

2τFenetre
. (4.7)
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Figure 4.2 � Détail d'une densité de spetrale puissane du signal e�etuée sur une trop grande

fenêtre au regard du gradient de fréquene que présente le signal (lorsque la partiule approhe de

l'ISCO), et ave un pas en fréquene (∆ν=9.54×10−7νg) trop grand pour résoudre le spetre en

une suession de pis resserés : il en résulte un fateur de qualité Q faussé (onditions initiales :

r0=50 Rg, v0/c = 10−6
(gauhe) et v0/c = 10−5

(droite) , γ=10−6,τFenetre = 524288×Tg).

La grande di�ulté de la reprodution de la ourbe issue des observations RXTE tient dans

le aratère variable du fenêtrage employé a�n de aluler les fateurs de qualité Q. En

e�et, ette suite de points a été obtenue (voir réf. [6℄) en superposant des ouples (Q>30,f0)
alulés sur des éhantillons variables de segments de données. Ainsi, les fateurs de qualité

ne sont diretement omparables entre eux qu'à la ondition qu'ils soient issus d'un même

balayage des données. Ils doivent seulement être interprétés omme une mesure du nombre

de périodes du signal X qui se trouve dans une fenêtre temporelle à partir de laquelle

est e�etuée la transformée de Fourrier. Les di�érentes plages sont des multiples de deux

exprimés en seondes, soit 8s pour la plus ourte et 512s pour la plus longue.

Il en va de même pour la fréquene du maximum de la densité spetrale de puissane f0,
qui est rattahée à un e�et suplémentaire. En e�et, le alul de la k-ième (k>0) transformée
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Figure 4.3 � Détail d'une densité de puissane spetrale du signal e�etuée sur une petite fenêtre

temporelle apable d'isoler une seule omposante du spetre, et au sein de laquelle la fréquene

ne varie pas trop (lorsque la partiule débute sa hute vers l'objet ompat). Le pas en fréquene

est su�sement petit (∆ν=9.54×10−7νg) pour résoudre le spetre en pi de Dira : il en résulte

un bon fateur de qualité Q (même onditions initiales et même pas de temps ∆t=0.5Tg qu'en

Fig. 4.2, mais ave τFenetre = 8192×Tg).

de Fourier est évalué à partir du segment de signal z(t) ∈ [τk, τk+1 = τk + τFenetre], que
l'algorithme FFT va onaténer un grand nombre de fois avant d'en extraire les oe�ients

relatifs aux di�érentes harmoniques. Ce segment de données simulées est don la onvo-

lution du signal quasi-périodique X ave une fontion porte Π(τFenetre, z
m
k ), d'une largeur

τFenetre en temps, entrée en son milieu zmk = τk + τFenetre/2 et omporN2 points (τ ,z(τ)).
Il s'agit don, et sur N2 points également, d'évaluer,

1

2π

+∞
∑

j=0

(

z(τj) ⋆Π(τFenetre, z
m
k )
)

e2iπνj∆t ∝ (
N2π(νj ± ν0)

2
), (4.8)

∆νj ∝
νj
N2

. (4.9)

Ainsi, la transformée de Fourrier sera un ardinal entrée sur la omposante prinipale

du signal dans le spetre et dont la largeur à mi-hauteur ∆ν de l'osillation entrale est

proportionnelle à l'inverse du nombre de périodes N2 omprises dans la fenêtre τFenetre
(voir équation (3.9) et réf [2℄). Un grand N2 donnera une transformée qui tend vers un pi

de type Dira, dont le fateur de qualité pourra aisément se aluler, pour peu qu'il soit

su�samment résolu en fréquene ('est-à-dire que le pas en fréquene ∆ν soit su�sement
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Figure 4.4 � Simulations du signal X de la partiule (onditions initiales : r0=50 Rg, v0/c = 10−6

(gauhe) et v0/c = 10−5
(droite) , γ=10−6,∆t=0.375 Tg) a�hées sur la fenêtre [6,25℄ Rg.

petit). Cei est réglable de manière relativement faile si la pulsation du signal demeure

onssur la durée τFenetre, omme en début de simulation. Cependant, lorsque les premières

résonnanes se font sentir, le nombre de périodes omprises dans une fenêtre augmente.

Pour une fenêtre donnée, l'information ontenue est plus grande et le nombre d'harmoniques

alulés d'auplus impor, pour la résolution ∆ν . Par onséquent, la multitude de pis des

transformées des segments à haute fréquene se voit lissée (voir Fig. 4.2), et la fréquene

du maximum du pi prinipale faussée par rapport au fateur de qualité orrespondant.

Les onditions initiales hoisies a�n de laner les simulations sont les suivantes : la partiule

est lahée à une disdu entre de l'objet ompat de r0=50Rg, ave une vitesse v0/c =
10−5

. Les simulations sont le produit par onaténation de segments de 400×Tg de durée
normalisée omporN1=800 points haun. Ces paramètres responsables d'un pas de temps

∆t = 0.5×Tg sont ajustés de manière à résoudre le signal ave, en moyenne, une dizaine

de points par période lorsque le système osille à hautes fréquenes. La fenêtre de alul

du spetre est telles que l'intervalle τFenetre × Tg ontienne au minimum 170 périodes. Le

paramètre perturbatif γ, responsable de la dissipation est de 10−6
. Quelques simulations

d'essai invite à prendre un paramètre ǫ=10−4
dans l'expression de l'amplitude du terme de

forage hf .

La forme du signal intégré numériquement se trouve en Fig. 4.6. L'augmentation des am-

plitudes est en aord ave les rayons véri�ant la ondition de désonnane (3.5), reportée

dans le Tab. 4.2, soit environ 18.46 Rg pour le mode m=1 et une pulsation ΩK=Ω⋆/2. On
peut noter que l'analyse des spetres de Fourrier pour haun des modes m=1, 2 ou 3 ne

permet pas de retrouver le pi jumeau à 850 Hz (voir Fig.2.2). Le modèle va dans le sens
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Mode m 1 2 2 3 3

Vitesse orbitale ΩK (en Ω⋆) 1/2 2/3 1/2 3/4 3/2

Fréquene de l'étoile à neutron (en Hz) 582 582 582 582 582

Rayon de résonnane (en Rg) 18.46 15.23 18.46 14.08 8.87

Fréquene de l'étoile à neutron (en Hz) 270 270 270 270 270

Rayon de résonnane (en Rg) 30.80 25.42 30.80 23.50 14.80

Table 4.1 � Conditions de résonane de forage en fontion de la valeur de la pulsation

intrinsèque de l'objet aré.

de l'interprétation de e pi en qu'e�et statistique au lieu de le onsidérer omme un pi

physique.

L'interprétation physique des simulations issues du modèle se résume ainsi : une partiule

est lahée dans les régions externes du disque d'arétion d'une LMXB, aux alentours de

R=50Rg. Par gravité, le orps dérive en spiralant sur des orbites qui vont en se restreignant

vers l'étoile à neutrons. Le mouvement épiylique vertiale de la partiule est tout d'abord

modulé par la omposante di�érentielle du premier ordre en 2γż lors d'un régime transitoire.

Une première augmentation linéaire de l'amplitude vertiale des osillations voit le jour en

raison de la forme partiulière de la solution de l'osillateur dissipatif foré (voir Annexe

6.2). Ensuite, le disque perd en épaisseur et la dissipation se fait moins sentir. Un méanisme

d'autorésonnane s'instaure : le terme non-linéaire modi�e progressivement la fréquene

propre ΩK(t) de la partiule, et le système s'adapte pour onserver une symmétrie de phase

entre ΩK(t) et l'un des modes du potentiel gravitationnel. En fontion de la vitesse radiale

initiale du orps, l'amplitude peut ensuite baisser, mais le système reste en phase ave la

omposante exitatrie extérieur, e qui peut onduire à un deuxième pi de l'amplitude.

L'analyse des simulations dépend fortement de la fênetre temporelle et des résolutions ∆t

et ∆ν employées pour e�etuer leur traitement.

On hoisi à présent de suivre les évolutions en fontion de la fréquene du maximum des

fateurs de qualité (voir Fig. 4.6) obtenus lors d'analyse di�érant par le fenêtrage d'une

même simulation. En e�et, un grand fateur de qualité est la signature d'une transformée de

Fourrier onstituée d'un pi prinipal et don d'une fenêtre de alul sur laquelle le gradient

de fréquene est faible (il peu s'agir d'une grande fenêtre ouvrant de grandes périodes, ou

bien d'une petite fenêtre ouvrant de petites périodes). Il est n¢essaire de ouvrir plusieurs

dizaines de périodes orretement résolues a�n d'obtenir un Q satisfaisant. De e fait,

les fateurs de qualité alulés aux hautes fréquenes ave une fenêtre trop grande seront

ignorés (leur grande largeur à mi-hauteur les plae en-dessous de eux alulés ave un

fenêtrage plus petit). Réproquement, les fateurs obtenus aux basses fréquenes pour une

petite fenêtre ontiennent peu de périodes, e qui engendre un Q petit, supplanté par eux

alulés ave des fenêtres plus grandes.

Le aratère déroissante de la ourbe du maximum de fateur de qualité de la Fig. 4.6

est le ontraire de e que nous souhaitons reproduire numériquement. Ces variations se

retrouvent pour l'ensemble des ourbes de maximum du fateur de qualité réalisée ave

di�érentes simulations, dont la seule di�érenes onsiste en la valeur de la vitesse radiale

initiale v0 (voir Fig. 4.7). Cei peut se omprendre ainsi : la partiule test lahée dans le

hamp de Shwartzshild possède une aélération positive entre de rayon initial de la sim-

ulation et l'ISCO, borne temporelle supérieur de l'intégration des équation du mouvement
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Figure 4.5 � Fateur de qualité Q en fontion de la fréquene f0 du maximum de la den-

sité spetrale de puissane (onditions initiales : r0=25 Rg, z(0)=0.0 Rg, γ=10−6,∆t=0.375

Tg, ∆ν=1/(2τFenetre)νg, représenté pour di�érent fenêtrage (rouge : τFenetre=4096×Tg, vert :

τFenetre=8192×Tg, bleu foné : τFenetre=16384×Tg, violet : τFenetre=32768×Tg, jaune :

τFenetre=65536×Tg, bleu lair : τFenetre=131072×Tg, brun : τFenetre=131072×Tg).

(physiquement, elle ontinue sa tombée sur l'objet ompat et atteind une vitesse égale à

 à hauteur du rayon de Shwartzshild RS). La fréquene propre du système augmenave

le rayon r(t), la partiule passe plus de temps dans les régions du disque où sa période

est grande, don sa transformée de Fourrier possède un pi prinipal (qui sera orrete-

ment résolu si N1 est assez grand

1

), puis traverse de plus en plus rapidement les régions

internes du disque, dans lesquelles sa période augmente et sa fréquene diminue. Pour les

raisons illustrées en Fig. 4.2 et 4.3, les fateurs de qualité seront plus faibles. Notons que

es simulations ont été e�etuées ave un disque présenune densité surfaique massique

onsen fontion de r(t) (α=0, voir équation (3.32)). Il est possible d'améliorer le modèle de

génération des QPOs en onsidérant ette fois-i une densité de matière élvée aux petits

rayons, soit un α<0. Une vitesse (l'expression au sein du modèle est reporté en (4.10))

diminuant ave le rayon se justi�e physiquement par les phénomènes de pression, de hos

et de transferts radiatifs subis par le plasma arété dans la région entrale du disque,

v(t) =
dr(t)

dt
= −rα+1

0 v0r(t)
−(1+α) = −v0

( r0
r(t)

)(1+α)

. (4.10)

Les apaités des mahines employées imposent un exposant α ≤ −2.3. En e�et, si la

1. On ompte une quizaine de points par périodes pour être ertain de résoudre la transfomée de Fourrier

d'une manière qui soit satisfaisante
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Figure 4.6 � Fateur de qualité Q en fontion de la fréquene f0 du maximum de la densité spe-

trale de puissane. Le maximum des fateurs obtenus ave les di�érents fenêtrages est représenté

en fontion de la fréquene du maximum de l'intensité du spetre de Fourrier par les erles

bleus (onditions initiales : r0=25 Rg, z(0)=0.0 Rg, γ=10
−6,∆t=0.375 Tg, ∆ν=1/(2τFenetreνg),

représenté pour di�érent fenêtrage (rouge : τFenetre=4096×Tg, vert : τFenetre=8192×Tg, bleu
foné : τFenetre=16384×Tg, violet : τFenetre=32768×Tg, jaune : τFenetre=65536×Tg , bleu lair :

τFenetre=131072×Tg, brun : τFenetre=131072×Tg).

vitesse de hute ralentie trop lentement, le temps de alul devient gigantesque. Ainsi, si

l'on souhaite obtenir les résultats dans un délai résonnable (24h maximum), il est judi-

ieux de hoisir α=(-3). Les résultats sont reportés en Fig.[4.8℄. La ourbe Q(f0) présente
la monotonie roissante que l'on attendait, tout en resentahée des variations de Q aux

faibles fréquenes, lors du début de l'intégration, ainsi que d'un ertain nombre fateurs

de qualité anormalement bas pour des fréquenes f0 > 800Hz. Ces points (Q,f0) posent
des questions quant à la robustesse des méthodes et des programmes qui les génèrent. La

méthode numérique de résolution des équations di�érentielles employées est la méthode de

Runge-Kutta d'ordre 5. Bien qu'à l'origine de dégradation de la valeur du moment inétique

des systèmes onservatifs, elle ne peut être mise en ause puisque le problème gravitationel

à deux orps de la LMXB n'est pas résolu. Elle serait néanmoins à remplaer par une

méthode de type sympletique si l'on désire résoudre en trois dimension la trajetoire de

la partiule. Un alul de la fontion (Q,f0) pour un signal f(t)=sin((Ω0+Ω1t)t) ave (Ω1

� Ω0) renvoit une ourbe ave les mêmes biais que eux de la Fig.[4.8℄, au lieu d'un al-

lignement stritement monotone roissant de pis de Dira vers les hautes fréquenes. Cei

invite à interpréter es erreures omme issues de l'interpolation linéaire des pis du spetre

lors du alul des fateurs Q. Peuvent être en ause l'ordre de la méthode d'interpolation

employé, mais aussi la résolution en fréquene des pis. Cette dernière hypothèse soulève

en onséquene la question de l'optimisation du programme, très oûteux en mémoire dans
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Figure 4.7 � Evolution du maximum des fateurs de qualité à haque fréquene en fontion de

la fréquene du maximum du spetre de puissane de la transformée de Fourrier pour di�érentes

vitesse radiale v0 initiale (rouge : v0/c = 10−4
, vert v0/c = 10−5

, bleu : v0/c = 10−6
, rose : ourbe

observationnelle (voir réf. [2])).

sa version atuelle.

L'implémentation de e modèle ontient deux paramètres fondamentaux qui déterminent

les aratéristiques de la LMBX dont on simule l'arétion : la masse et de la pulsation

de la rotation intrins�que de létoile à neutron. Il n'est pas néessaire de tenir ompte de

la période de la rotation du ompagnon, négligeable devant elle de l'objet ompat. En

revanhe, en sahant la valeur observationelle de la fréquene de l'orbite de la partiule à

l'ISCO est de νISCO=1571 Hz et que des simulations qui faisant varier la masse de létoile

de M=1.4 à 2 M⊙ donne des valeurs de νISCO prohe d'environ 1550 à 1580 Hz, on peut

onlure que le modèle est ohérent ave les estimations atuelles de la masse des étoiles à

neutrons.

L'appliation de la méthode de la moyenne à l'osillateur non-linéaire dissipatif entretenu

qui dérit le mouvement épiylique vertial de la partiule pose un dernier probl`eme.

Cette méthode a été au préalable essayée ave suès sur di�érents osillateurs melant terme

harmonique, dissipatifs, non-linéaire, osillateurs de Van der Pol ou enore de Mathieu. Elle

permet d'avoir aès à une expression expliitement indépendante du temps de l'amplitude

A(t) de leur solution, et de trouver des expressions analytiques aux points �xes en amplitude

et en phase qui laissent le système évoluer de manière stationnaire s'ils sont pris omme

onditions initiales du problème. Pour, l'introdution du terme de forçage dans l'équation

di�érentielle ne permet plus à la méthode de la moyenne de rendre ompte des variations

de l'amplitude des osillations (Fig. 4.9), que l'on évalue ette amplitude hors ou bien en

ondition de résonnane entre la fore exitatrie et le sysème. Il en va de même pour
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Figure 4.8 � Evolution du fateur de qualité Q en fontion de la fréquene du QPO, pour une

densité de surfae en α=(-3) et les onditions initiales r0=25 Rg, z(0)=0.0 Rg, γ=10
−6,∆t=0.375

Tg, ∆ν=1/(2τFenetre)νg et z0=10−4
. La ourbe de droite est débarassée des points onsidérés

atuellement omme problématiques. On remarquera la modi�ation du taux de roissane moyen

de la ourbe aux hautes fréquenes (ν>800hz).
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Figure 4.9 � Evolution de l'amplitude du signal z(t) en fontion du temps et omparaison ave

elle alulée ave la méthode de la moyenne.

la reherhe d'un point quasi-�xe (voir Annexe 6.5), dont les variations de l'amplitude

et de la phase sont reportées en Fig. 4.10. On peut y véri�er le bloage de la phase à

φ(t)=−π (ourbe de gauhe), e qui onstitue une propriété de l'autorésonnane (voir

réf [5℄), ependant la déroissane de l'amplitude en fontion du rayon r(t) (ourbe de

droite) est ontraire au phénomène de résonnane. De plus, l'expression de l'amplitude

(voir équation (3.26)) présente le terme hf(t) à son dénominateur varie en r−2
(t), don

augmente ave le temps. Cei est ontraditoire ave les résultats numériques, ependant

auune expliation satisfaisante n'a été formulée jusqu'à présent. Ces ourbes sont obtenues

en résolvant numériquement (3.27) (et pour véri�ation son équivalant (3.28)) par rapport

à A(t) ave le logiiel de alul formel Maple.
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Figure 4.10 � Evolution de la phase φ(t) et de l'amplitude |A(t)| obtenues lors de la reherhe

du point quasi-�xe ave la méthode de la moyenne (onditions initiales : r0=25 Rg, z(0)=10−4

Rg, γ=10
−6,∆t=0.375 Tg, ∆ν=1/(2τFenetre)νg) et z0=10−4

).



Chapitre 5

Conlusion

Les simulations e�etuées permettent de reproduire une partie du omportement du fateur

de qualité des QPOs des LMXB établie par les observations. La roissane du fateur de

qualité est retrouvée numériquement pour l'objet 4U1636-536. Cependant, es variations

du fateur de qualité des émissions X est relative à un modèle qui ne tient pas ompte de

la struture partiulière de l'espae-temps des étoiles à neutrons. L'ISCO est uniquement

retenu omme limite supérieur de l'intégration des équations di�érentielles du mouvement

de la partiule modélisé. Cei s'aorde ave les réentes interprétations des observations

de 4U1636-536 proposées par Sanna A. et al (voir réf.[13℄). Les di�érenes qui subsistent

par rapport aux valeurs atteintent lors des évolutions du fateur de qualité des émissions

X est due au fenêtrage hoisi pour le traitement des simulations.

Une meilleur ompréhension de la déroissane aux basses fréquenes du fateur de qualité

est néessaire. Cei passe par une révision de l'algorithme qui extrait le fateur de qualité

des densités spetrales de puissane. Le problème ausé par l'amplitude du terme de forage

impose une réexamination approfondie de la méthode de la moyenne.

La modélisation des QPOs par le biais de résonnanes paramétriques au sien du disque d'a-

rétion pourra être a�née en inluant d'autres soures de résonnanes telles qu'un terme de

Mathieu dans l'équation di�érentielle du mouvement, en tenant ompte de l'espae-temps

partiulier ainsi que la nature de l'objet aréou enore en remplaçant la partiule test du

modèle par un plasma qui soit le siège de phénomènes d'ordre magnétohydrodynamiques.

Un pro�le plus réaliste du terme de dissipation est également à envisager.

L'arrivée d'ii 2025 de nouvelles données à très hautes résolution telles que elles attendues

lors de la future mission IXO, présende raies �nes dans les domaines X des spetres issus des

binaires X à faible masse permettra de se pronoer ave plus de ertitude sur la validité des

modèles de formation de QPO, notamment grâe à l'appareil HTRS (High Time Resolution

Spetrometer).
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Chapitre 6

Annexe

6.1 Solution analytique pour l'osillateur dissipatif en-

tretenu

Il existe une solution analytique à l'osillateur dissipatif entretenu par un forçage (voir

réf.[16℄). L'équation onsidérée est une équation di�érentielle du seond ordre à oe�ients

onsave un seond membre, représenla fore exitatrie de pulsation ωf ,

ẍ(t) + 2γx(t) + ω2
0x(t) = hf cos(ωf t). (6.1)

La solution x(t) est la somme de la solution générale xg,(t) de (6.1) sans seond membre

ave une solution partiulière xp(t) déterminée par les onditions initiales (x0,ẋ0). La solu-
tion générale xg(t) provient de la onsidération d'un trin�me dit aratéristique, dont les

oe�ients polyn�miaux sont déterminés par l'équation di�érentielle de départ. En noX la

variable arbitraire du trin�me, on a,

X2 + 2γX + ω2
0 = 0. (6.2)

Le disriminant de (6.2) est ∆ = 4(γ2 − ω2
0), d'où les raines omplexes onjuguées,

X± = −γ ± i
√

ω2
0 − γ2. (6.3)

Ainsi, et en se plaçant dans une situation de faible dissipation, 'est-à-dire véri�ant γ << ω0

et don ∆ < 0, il vient,

xg(t) =
(

A cos(ℑ(X±)t) +B sin(ℑ(X±)t)
)

eℜ(X±)t. (6.4)

On obtient la pseudopériode du système ω̃ :=ℑ(X±) =
√

ω2
0 − γ2 ainsi que l'argument de

l'exponentielle ℜ(X±) =(-γ). Cei permet d'érire la solution générale,

xg(t) =
(

A cos(ω̃t) +B sin(ω̃t)
)

e−γt. (6.5)
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En qui onerne le seond membre, nous reherhons une solution de la forme Dcos(ωft+E).

L'étape suivante onsiste à érire, ave Õ le pendant omplexe de la quantité réelle O,

xp(t) → x̃p(t) = Xme
iωf t+φ = X̃me

iωf t, (6.6)

hf(t) → h̃f (t) = hfe
iωf t+φ = h̃fe

iωf t. (6.7)

Injetées dans (6.1), les expressions de xp(t) et hf(t) permettent d'en déduire elles de

l'amplitude omplexe X̃m, et par onséquent des oe�ients de xp(t),

X̃m =
h̃f

(ω2
0 − γ2) + i(2γωf)

. (6.8)

D'où,

D =
hf

(ω2
0 − γ2)2 + (2γωf)2

, (6.9)











E = − tan
(

− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)

)

si (ω0

ωf
− 1) > 0

E = −π − tan
(

− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)

)

si (ω0

ωf
− 1) < 0.

(6.10)

Ainsi la solution partiulière, indépendante des onditions initiales x0 et ẋ0 s'érit de la

manière suivante (il faut distinguer le as partiulier où l'argument de la fontion devient

négatif et néessite l'introdution d'un fateur (-π)),

xp(t) =
( hf
(ω2

0 − γ2)2 + (2γωf)2

)

cos
(

ωf t− [π]− tan
(

− 2γ

ωf(
ω0

ωf
− 1)

))

, (6.11)

Les onditions initiales à l'inst=0 donnent,

A =
(

x0 −D cos(E)
)

, (6.12)

B =
(x0 + γA+Dωf sin(E)

√

ω2
0 − γ2

)

. (6.13)

Il déoule de ette démonstration que la solution analytique de l'osillateur dissipatif foré,

ave les onditions initiales x(t=0)=x0 et ẋ(t=0)=ẋ0 est
1

,

1. La ondition sur l'argument de l'soulignée en (6.10) reste valable pour les résultats enadrés
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x(t) =
((

x0 −D cos(E)
)

cos(ω̃t) +
(

x0+γA+Dωf sin(E)

ω̃

)

sin(ω̃t)
)

e−γt

+D cos
(

ωf t+ E
)

.

(6.14)

Soit, en expliiles di�érents oe�ients,

x(t) =

(

(

x0 −
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

− tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
))

cos(
√

ω2
0 − γ2t)

+
(

1√
ω2
0−γ

2

){

x0 + γ
(

x0 −
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

− tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
))

+
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

ωf sin
(

− tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
)}

sin(
√

ω2
0 − γ2t)

)

e−γt

+
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

ωf t− tan
(

− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)

))

.

(6.15)

Une solution aternative peut ependant être établie : elle onsiste en la reherhe d'une

solution partiulière de la forme Fcos(ωft)+Gsin(ωft). On obtient pour les oe�ients F

et G,

F =
hf (Ω

2 − ω2
f)

(Ω2 − ω2
f )

2 + 4γ2ω2
f

, (6.16)

G =
hf2γωf

(Ω2 − ω2
f)

2 + 4γ2ω2
f

. (6.17)

Cei mène, ave les expressions des oe�ients A,B,D et E, à une solution omporune autre

ériture

2

de son seond membre,

x(t) =
(

x0 −D cos(E)
)

cos(ω̃t) +
(

x0+γA+Dωf sin(E)

ω̃

)

sin(ω̃t)
)

e−γt

+F cos(ωf t) +G sin(ωf t).
(6.18)

D'où, ave les expressions de D, E, F et G,

2. La ompatibilité entre les deux expressions se véri�e par D =

√
F 2 +G2

et E=tan(F
G
)
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x(t) =

(

(

x0 −
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

− tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
))

cos(
√

ω2
0 − γ2t)

+
(

1√
ω2
0−γ

2

){

x0 + γ
(

x0 −
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

− tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
))

+
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

ωf sin
(

− tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
)}

sin(
√

ω2
0 − γ2t)

)

e−γt

+
(

hf (Ω
2−ω2

f )

(Ω2−ω2
f
)2+4γ2ω2

f

)

cos(ωf t) +
(

hf2γωf

(Ω2−ω2
f
)2+4γ2ω2

f

)

sin(ωf t).

(6.19)

6.2 Solution pour l'osillateur dissipatif foré à la réson-

nane

La solution analytique de l'osillateur di�patif entretenu présente des divergenes dans

ertaines situations partiulières, notamment dans le seond membre xp(t) en as de réson-

nane non dissipative ('est-à-dire où γ=0, hf 6=0 et ω0 = ωf). Celle-i se lève par passage
à la limite pour ω0 → ωf . Le alul peut s'e�etuer ave la règle de l'Hospital (voir réf.

[7℄), et donne,

lim
Ω→ωf

xp(t) =
hf t

2ωf
sin
(

ωf t− tan(− 2γ

ωf(
ω0

ωf
− 1)

)
)

. (6.20)

A noter la roissane linéaire de xp(t) en fontion du temps, et don de x(t) après dissipation
de la omposante ontinue au ours du régime transitoire (voir Fig. 6.1).

6.3 Erreurs entre les di�érentes méthodes de résolution

des équations di�érentielles

L'emploi de plusieurs méthodes pour la résolution d'un seul problème impose la omparai-

son des résultats qu'elles fournissent. Seuls les osillateurs réduits à leur termes dissipatifs

et de forage pouvant être résolus analytiquement, nous nous plaçons préisement dans l'un

de es as puisque la solution exat est onnue. La solution analytique est reportées dans

les équations (6.15) et (6.19)

3

. Les erreurs relatives ENum/Anal(t) et EMoyenne/Anal(t) entre

solution numérique, solution approhée par la méthode de la moyenne sont les suivantes,

ENum/Anal(t) :=
( |xNum(t)− xAnal(t)|

xAnal(t)

)

, (6.21)

3. Une autre ériture de ette solution existe (voir Annexe 6.1)
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Figure 6.1 � Solution de l'osillateur dissipatif foré à la résonnane (onditions initiales : x(0)
= 0.01, ẋ(0) = 0.0, ωf=2.0).

EMoyennee/Anal(t) :=
( |xMoyennee(t)− xAnal(t)|

xAnal(t)

)

. (6.22)

Les expressions (3.20) et (3.21) sont telles que xMoyennee(t) orrespondent à la simulation

de z(t) et que xAnal(t) soit tel que,

xAnal(t) =























































































































(

(

x0 −
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

− tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
))

cos(
√

ω2
0 − γ2t)

+
(

1√
ω2
0−γ

2

){

x0 + γ
(

x0 −
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

− tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
))

+
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

ωf sin
(

− tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
)}

sin(
√

ω2
0 − γ2t)

)

e−γt

+
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

ωf t− tan
(

− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)

))

si− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
> 0

(

(

x0 −
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

− π − tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
))

cos(
√

ω2
0 − γ2t)

+
(

1√
ω2
0−γ

2

){

x0 + γ
(

x0 −
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

− π − tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
))

+
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

ωf sin
(

− π − tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
)}

sin(
√

ω2
0 − γ2t)

)

e−γt

+
(

hf
(ω2

0−γ
2)2+(2γωf )2

)

cos
(

ωf t− π − tan(− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
)
)

si− 2γ
ωf (

ω0
ωf

−1)
< 0.

La omparaison des solutions donne les résultats suivants : l'erreur entre solution analytique
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et solution numérique augmente ave le temps pour atteindre 5.10−6
sur un temps de 4000 s.

En e qui onerne l'erreur entre solution analytique et solution approhée ave la méthode

de la moyenne, l'erreur également pour se hisser à environ 6.10−7
au ours de la même durée.

On note ependant que es erreurs augmentent périodiquement ave le temps.

6.4 Appliation de la méthode de la moyenne à l'équa-

tion di�érentielle du modèle.

Dans e paragraphe, on se propose d'appliquer la méthode de la moyenne présentée su-

intement en setion 3.2 et démontrée dans les réf. [18℄ à l'équation di�érentielle d'un

osillateur omportoutes les ontributions imaginées dans la desription des épiyliques

képlérienne auxquelles peuvent être sujet la trajetoire des partiules du modèle, ainsi

qu'un terme retenu dans notre l'étude, mais également eux explorés en réf. [12℄. Seront

don pris en ompte le terme de Mathieu, des omposantes quadratiques et ubiques ainsi

qu'un forage périodique du système. Le système d'équations di�érentielles du mouvement

vertial z(t) des partiules est onstitué des équations (6.23) et (6.24),

z̈(t) + 2γż(t) + ω2
0

(

1 + hp cos(ωpt)
)

z(t) = αz2(t) + βz3(t) + hf cos(ωf t+ φ), (6.23)

ż(t) =
dz

dt
(t). (6.24)

Il onvient ensuite de mettre e système sous la forme requise pour l'appliation de la

méthode de la moyenne, 'est-à-dire d'e�etuer le hangement de variables permetde passer

des varitables physiques aux variables lentes,

ṙ = − ǫ

Ω
f
(

r cos(Ωt + φ),−rΩ sin(Ωt + φ), ǫi

)

sin(Ωt + φ), (6.25)

φ̇ = Ω− ǫ

rΩ
f
(

r cos(Ωt + φ),−rΩ sin(Ωt + φ), ǫi

)

cos(Ωt + φ). (6.26)

D'où, en expliila fontion f(z(t),ż(t),t), ave Ω=2π/T,

ṙ = − 1
Ω

(

2γr sin2(Ωt + φ) + αr2 sin(Ωt+ φ) cos2(Ωt + φ) + βr3 cos3(Ωt+ φ) sin3(Ωt + φ)

+hf cos(ωf t) sin(Ωt + φ) + rhp cos(ωpt) sin(Ωt + φ) cos(Ωt + φ)
)

,

(6.27)

φ̇ = − 1
Ω

(

2γr sin(Ωt+ φ) cos(Ωt + φ) + αr2 cos3(Ωt + φ) + βr3 cos4(Ωt + φ)

+hf cos(ωf t) sin(Ωt + φ) + rhp cos(ωpt) cos
2(Ωt+ φ)

)

.
(6.28)
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L'intégrale néessaire au moyennage des expressions de ṙ et φ̇ par rapport au temps donne,

ṙ = 1
T

∫ T

0
ṙdt

ṙ = −1
2π

∫ T

0

(

2γr sin2(Ωt + φ) + αr2 sin(Ωt + φ) cos2(Ωt + φ) + βr3 cos3(Ωt + φ) sin(Ωt + φ)

+hf cos(ωf t) sin(Ωt + φ) + rhp cos(ωpt) sin(Ωt + φ) cos(Ωt + φ)
)

dt,

(6.29)

φ̇ = 1
T

∫ T

0
φ̇dt

φ̇ = −1
2πΩ

∫ T

0

(

2γr sin(Ωt + φ) cos(Ωt + φ) + αr2 cos3(Ωt + φ) + βr3 cos4(Ωt + φ)

+hf cos(ωf t) sin(Ωt + φ) + rhp cos(ωpt) cos
2(Ωt + φ)

)

dt.

(6.30)

Puis, en tenant ompte du alul des intégrales suivantes, nous pouvons nous ouper de

tous les termes, exepté eux qui relèvent du forage ou du terme de Mathieu :

∫ T

0

sin2(Ωt+ φ)dt =

∫ T

0

1− cos(2(Ωt + φ))

2
dt =

T

2
, (6.31)

∫ T

0

sin(Ωt+ φ) cos2(Ωt+ φ)dt =
[cos3(Ωt + φ)

(−3)Ω

]T

0
= 0, (6.32)

∫ T

0

sin(Ωt+ φ) cos3(Ωt+ φ)dt =
[cos4(Ωt + φ)

(−4)Ω

]T

0
= 0, (6.33)

∫ T

0

sin(Ωt + φ) cos(Ωt + φ)dt =
[cos2(Ωt+ φ)

(−2)Ω

]T

0
= 0, (6.34)

∫ T

0

cos3(Ωt+ φ)dt = 0, (6.35)

∫ T

0

cos4(Ωt + φ)dt =
[1

4
+

1

2
cos(2φ) +

1

8
(1 + cos(4φ))

]T

0
=

3

8
T. (6.36)

Si l'on se onentre sur les termes originaires du forçage d'amplitude hf , en utilisant les

identités trigonométriques ainsi que les formules de dupliation,

∫ T

0
cos(Ωt+ φ) cos(ωf t)dt = 1

2

∫ T

0

(

cos((Ω + ωf)t+ φ) + cos((Ω− ωf)t+ φ)
)

dt

= 1
2
( 1
Ω+ωf

(

sin(φ)(cos(
2πωf

Ω
)− 1) + cos(φ) sin(

2πωf

Ω
)
)

+ 1
Ω−ωf

(

sin(φ)(cos(
2πωf

Ω
)− 1)− cos(φ) sin(

2πωf

Ω
)
)

)
∫ T

0
cos(Ωt+ φ) cos(ωf t)dt = −1

Ω2−ω2
f

(ωf cos(φ) sin(
2πωf

Ω
) + 2Ω sin(φ) sin2(

πωf

Ω
)),

(6.37)
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∫ T

0
sin(Ωt + φ) cos(ωf t)dt = 1

2

∫ T

0

(

sin((Ω + ωf)t+ φ) + sin((Ω− ωf)t + φ)
)

dt

= −1
2
( 1
Ω+ωf

(

cos(φ)(cos(
2πωf

Ω
)− 1)− sin(φ) sin(

2πωf

Ω
)
)

+ 1
Ω+ωf

(

cos(φ)(cos(
2πωf

Ω
)− 1) + sin(φ) sin(

2πωf

Ω
)
)

)
∫ T

0
sin(Ωt + φ) cos(ωf t)dt = 1

Ω2−ω2
f

(ωf sin(φ) sin(
2πωf

Ω
)− Ωcos(φ) sin2(

πωf

Ω
)).

(6.38)

En�n, en e�etuant le même travail sur les omposantes res, tributaires de la présene du

terme de Mathieu,

∫ T

0
cos(Ωt + φ) sin(Ωt + φ) cos(ωpt)dt = 1

4

∫ T

0

(

sin((2Ω + ωp)t+ 2φ) + sin((2Ω− ωp)t+ 2φ)
)

dt

= 1
4(2Ω+ωp)

(

− cos(2πωp

Ω
+ 2φ) + cos(2φ)

)

+ 1
4(2Ω−ωp)

(

− cos(2πωp

Ω
− 2φ) + cos(2φ)

)

∫ T

0
cos(Ωt + φ) sin(Ωt + φ) cos(ωpt)dt = 1

4((2Ω)2−ω2
p)

(

− 4Ω(cos(2φ)− sin(2πωp

Ω
) sin(2φ))

−2ωp sin(2φ) sin(
2πωp

Ω
)
)

,

(6.39)

∫ T

0
cos2(Ωt+ φ) cos(ωpt)dt = 1

2

∫ T

0
cos(ωpt)dt+

1
4

∫ T

0

(

cos((2Ω− ωp)t + 2φ) + cos((2Ω + ωp)t + 2φ)
)

dt

= 1
2ωp

sin(2πωp

Ω
) + 1

4(2Ω−ωp)

(

sin(2(φ− π ωp

Ω
))− sin(2φ)

)

+ 1
4(2Ω+ωp)

(

sin(2(φ+ π ωp

Ω
))− sin(2φ)

)

∫ T

0
cos2(Ωt+ φ) cos(ωpt)dt = 1

2ωp
sin(2πωp

Ω
)

+ 1
4((2Ω)2−ω2

p)

(

4Ω sin(2φ)(sin(2πωp

Ω
)− 1)− 2ωp cos(2φ) sin(

2πωp

Ω
)
)

.

(6.40)

Finalement, nous obtenons les expressions de r et de φ indépendantes de t, issues de

l'appliation de la méthode de la moyenne au système di�érentiel ((6.23),(6.24)),

∫ T

0
ṙ
T
dt =

(

− γr
)

+
hf
2π

(

ωf sin(ψ) sin(ωfT )−2Ω cos(ψ) sin2(
ωfT

2
)

Ω2−ω2
f

)

− rΩhp
8π((2Ω)2−ω2

p)

(

4Ω(cos(2φ)− sin(2πωp

Ω
) sin(2φ)) + 2ωp sin(2φ) sin(

2πωp

Ω
)
)

,
(6.41)

∫ T

0
φ̇
T
dt =

(

−3βr2

8Ω

)

+
hf
2πr

(

2Ω sin(ψ) sin2(
ωfT

2
)+ωf cos(ψ) sin(ωfT )

Ω2−ω2
f

)

+ Ωhp
4πωp

sin(2πωp

Ω
)

+ hp
8π((2Ω)2−ω2

p)

(

4Ω sin(2φ)(sin(2πωp

Ω
)− 1)− 2ωp cos(2φ) sin(

2πωp

Ω
)
)

.

(6.42)
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La reherhe de points �xes s'e�etue pour une forme des équations (6.41) et (6.42) obtenues

en prenant leur limite pour des fréquenes de Matthieu ωp ainsi que de forage ωf qui

tendent vers la valeurs de la fréquene propre du système physique Ω,

ṙ = lim
ωp → Ω
ωf → Ω

∫ T

0

ṙ

T
dt = −γr − hf sin(φ)

2Ω
+
rhp
16π

sin(2φ), (6.43)

φ̇ = lim
ωp → Ω
ωf → Ω

∫ T

0

φ̇

T
dt =

−3βr3

8Ω
− hf cos(φ)

2rΩ
+

hp
16π

cos(2φ). (6.44)

6.5 Détermination de la paramétrisation de l'amplitude

du signal X

Si l'on onsidère le système (6.43) et (6.44) pour notre modèle d'osillateur non-linéaire

foré, nous devons omettre le terme de Mathieu a�n de se ramener au modèle, et se souvenir

que les oe�ients de l'équation di�érentielle du mouvement ne sont pas onsau ours du

temps. Par ommodité, on note A(t) l'amplitude de la solution, r(t) éréservé à la disde la

partiule au entre de masse de l'objet ompat,

(

Ȧ

φ̇

)

=

(

(−γr(t))− hf sin(φ(t))

2Ω(t)

(−3β(t)r(t)2

8Ω(t)
)− hf cos(φ(t))

2r(t)Ω(t)

)

=

(

0
0

)

.

(6.45)

La phase s'obtient en résolvant le système d'équations non-linéaires (6.45) par rapport à φ
à haque pas de temps de l'intégration des équations di�érentielles du mouvement,

sin(φ(t)) = −γr(t)Ω(t)
hf(t)

, (6.46)

cos(φ(t)) = −3β(t)r4(t)

4hf(t)
, (6.47)

φ(t) =



















tan
(

−2γA(t)Ω(t)
hf (t)

−
6β(t)A3(t)

8hf

)

si
(

−2γA(t)Ω(t)
hf (t)

−
6β(t)A3(t)

8hf

)

> 0

tan
(

−2γA(t)Ω(t)
hf (t)

−
6β(t)A3(t)

8hf

)

+ π si
(

−2γA(t)Ω(t)
hf (t)

−
6β(t)A3(t)

8hf

)

< 0.
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Ave r(t) désignant ii la disde la partiule au entre de masse de l'objet aré,

r(t) =
(

rα+2
0 − (α + 2)rα+1

0 v0t
)

1
α+2

;α 6= 2,

Notons que l'on pourrait tout aussi bien et de manière équivalente résoudre numériquement

le système ((6.43),(6.44)). Il faut ensuite tenir ompte de la dépendane en temps des

oe�ients de l'équation di�érentielle (6.23) et évaluer pour haque pas de temps :

D'où l'amplitude reherhée,

A(t) = −h(t) sin(φ)
Ω(t)γ

. (6.48)

Les Fig. 6.4 à 6.11 représentent l'amplitude de la solution numérique superposée à la

fontion A(t) obtenue ave la méthode de la moyenne, pour di�érentes valeurs de la vitesse

initiale v0 de la partiule du modèle. La fontion approximée rend ompte dans ertains

as partiuliers (voir 6.7) des évolutions de l'amplitude du signal pour des temps petits. Un

éart se reuse au fur et à mesure que l'orbite de la partiule autour de l'étoile à neutrons

se réduit. Cette onstatation n'est pas en aord ave e que nous attendons de la méthode

de la moyenne. Il y a don ii un biais dont les auses restent à déterminer. Les onditions

initiales et paramètres hoisis a�n d'exéuter es simulations sont : r0=50 Rg, z(0)=10−3Rg,

γ=10−6,∆t=0.375 Tg, ∆ν=1.9×10−6νg. Les résultats sont a�hés dans une fenêtre [6,35℄

Rg.
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Figure 6.4 � Simulation des épiyliques

vertiales ave v0/c = 10−4
et α=0.
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Figure 6.5 � Amplitudes numérique et ap-

prohées des épiyliques ave v0/c = 10−5

et α=0.

Notons qu'il y a deux types d'amplitudes issues de la méthode de la moyenne : elle

hors résonnane, relative à (6.41) et (6.42) (en vert sur les Fig. 6.4 à 6.11) et elles à la

résonnane, rattahées à (6.43) et (6.44), (en bleu sur les Fig. 6.4 à 6.11). Elles se rejoignent

pour un rayon du disque d'environ 18Rg, e qui est ohérent ave la ondition de résonnane

(3.5).

En�n, il est imporde se souvenir que es expressions approhées sont obtenues pour ωf →
Ω. Numériquement les résultats serait sensiblement di�érents aux grands r(t) (début de

l'intégration) pour des expressions issues de Ω → ωf .



D. M.-A. Meyer "Emissions des binaires X de faible masse" 48

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 5  10  15  20  25  30  35

z(
t)

R(t)

Figure 6.6 � Simulation des épiyliques
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Figure 6.7 � Amplitudes numérique et ap-

prohées des épiyliques ave v0/c = 10−5

et α=0.
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Figure 6.8 � Simulation des épiyliques

vertiales ave v0/c = 10−6
et α=0.
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Figure 6.9 � Amplitudes numérique et ap-

prohées des épiyliques ave v0/c = 10−6

et α=0.
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vertiales ave v0/c = 0.5 et α=0.
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